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任意精度ソルバの開発 
Development of Arbitrary Precision Solver based on Classical Error Estimation 
for Real Algebraic Equations of Degree less than or equal to 4 
幸谷智紀＊ 
Tomonori KOUYA* 
Abstract: Most numerical algorithms are based on the discretization of original continous problems, and these algorithms 
are executed by using finite precision floating-point arithmetic operations. Therefore, the numerical results obtained 
throught such floating-point operations have two types of errors; theoritical errors derived from the discretization, and 
round-off errors derived from the finite precision floating-point arithmetic operations. A well-known a posteriori and 
empirical error estimation method is used to estimate errors separately by comparing several numerical results obtained 
under different conditions. We call this method "Classical Error Estimation (CEE)." We have proved experimentally 
that CEE-based algorithms employed for eigenvalue problems for symmetric matrices, nonlinear equations, and initial 
value problems for ordinary differential equations, provide efficient results. However, a large number of problems remain 
unsolved; we target the solving of such problems by the application of the CEE method. Real algebraic equations are one 
of the problems and they often appear in various fields. Equations of degree less than or equal to 4 can be solved through 
finit algebraic manipulations; a CEE-based arbitrary precision solver requires only the estimation of round-off errors. 
Therefore, they are suitable for verif'ing the CEE-based estimation of round-off errors. In this paper, we demonstrate 
that the CEE method can be applied to various real algebraic equations of degree less than or equal to 4, and this method 

































2.1 1 次,2次方程式 
1 次方程式 
a1x+a0=O (a1# O) 
は 
x = α0/a1 
とすればよい。2 次方程式 





2.2 Cardano 法一3 次代数方程式の解公式 
3 次方程式 
x= 
a3x3 + a2x2 + a1x + a0 = 0 (a3 メ 0) 	 (2) 
 
に対する代表的な解公式が Cardano 法である。この解公式を
導く手順を大雑把に示す。 2008 年 3 月 4 日受理 
‘理工学部情報システム学科 
に対して歴史的に最初に提唱されたものとされているが Ferrari 



















	 (3) とおいて式（5）に代入することにより 
である。更にy = u+v とし，かつ U と v は UV = P を満足す
るものとすると，式（3）のフに代入して 
u3+v3 =- q 
を得る。また U3J ＝ーP3 なので，U3,J は 2 次方程式 
f+qz一 P3=0 
である0 これを満足するもののうちーつを D，シとし，1 の複
素数 3 乗根のうちどちらかーつを a, とすれば，uV ＝一P を満
足するものは 
β1 = U+v 
/32 = (Dシ＋ W2V 






I っ ーP 一而5二 4iうI っ 一P 十 p2二 4,う 
I ' -  〔 	 2 
	 J〔 	 2 	 ) 
をy について解けばよい。 
q#0 の時は，式（6）を 
f ＝ーpy2 一 9〕ノー r 
とし，この両辺にプz+z2ノ4 を加えて 
/ フ パ2 ノ 、I げ＋三1=G~n)[yーへ I 	 」 、I ＋』ノ 	 、（fpz'-4rz+4pr--qつ 
'( 2ノ 、I/v 2G~P）ノ 4レー P）、 
(7) 
と式変形する。さすれば右辺の 3次式が z3一pz2一 4rz+4pr1q2= 













+  「可 
である。従って式（3）の解βI,β2, $3 を具体的に書くと 
/31 = シ＋シ 
/32 ＝ー吉 (zl + C'）ー事 (C' 一 C') i 
什 z2 一 fニラト q2(z -P）》 
42z+-2 ＋近ニラト q2(zp)》＝ 0 (8) 











2.3 Ferrari 法一4 次代数方程式の解公式 
4 次方程式 






























丸め誤差の評価 同じアルゴリズムを実行し，長い桁数 L 
(>S）で計算した結果 xL を真値として用い，それより




本稿ではこれに基づき,xs に含まれる絶対誤差の評価値 E(ザ ) 
を 
E(xS) = max(T(a ),R(xS))  






























ユーザが指定した精度桁数（10 進）を UEN とする。あら
かじめ指定しておいた精度桁数の増分の最小値を DEN を用
い，桁数の増分量 C を  
とする。つまり 10％増量する。これを元に，実際に計算する
桁数 S を 
S=U+C 	 (12) 
とし，丸め誤差を評価するために必要な精度桁数 L を 
L=S+C 	 (13) 
として,Sより C 桁だけ余分に桁数を取るようにする。この
ようにして決めた精度桁数に基づいて R(ザ）を求める。 



























我々の BNCpack4) が土台としている GMP'）や MPFR11'8) はこ
れらの機能を持っており，提案した自動計算アルゴリズムの
実行が可能となるものである。 





は，CPU 内でハードウェア処理が行われる 1EEE754 倍精度計




この前処理がうまく働くのであれば次の 2 点が期待できる。 
C = max(D, U/10) 
	 (11) 	 車 cf.http://na-inet.jp/research/akita2006.pdf 




























H/W AMD Athlon64 X2 3800+ (2GHz), 4GB RAM 
S/W Fedora Core 4 x86_64, gcc 4.1.1, CR1ibm2〕 1.Obetal, 
MPFR 2.2.0, GMP 4.2.1 
Cardano 法，Ferrari 法内部では Cos 関数を使用しているが， 
x86一64 の環境では gcc 標準の libmライブラリに重大なバグ申が
出現するため，今回のように 1EEE754 倍精度計算において丸
めモードを変更した後の値の正確さが全く保証されない。そ







x2 + 53.99999999x - 0.00000054 
= (x - (-0.0000000 1)) (x1 54) =0 
x2 + x + 1 
	 (15) 
〔 x~B博i)J(xートジ 
例 3 x2 2.40001x+ 1.440012 
= (x 一 1.2)(x~ 1.20001) = 0 
一cf. http://sourceware.org/bugzilla/showbug . cgi?id=3076 
3 次方程式 
x3 6x2+ iix-6= (x i)(x-2)(x-3)= 0 	 (18) 
x3-3x2-9x-5 =(x一 i)2(x-5)= 0 	 (19) 
x3 + 2x2 + 3x + 2 
i))Ix一に立41=0 
2 J)( (2 	 2 )J 
(20) 
J4 x3+3x2+3x+1 
=(x ー (-1))3 =0 
例 5 x3+3x21 2 
= (x ー (_1))(x_(_i + 回 )(x_(_1 - 回） = 0 (22) 
4 次方程式 
例 1 x4 + 2x3 + 6x2 + 26x + 45 
= (x - (-2 - i)) (x - (-2 + i)) 
x (x_(_1 +2Vi))(x ー (_i _2Vi)) = 0 	 (23) 
j 2 x4 + 10004.01x3 + 40107.04x2 + 70400.07x + 700 
=(x一（一i0000))(x ー（一0.01)) 
x(x一 (-21西 i))(x ー (-2+ 返 i))=o 
例 3 x4+2x3+2x2+16x+24 
=(x一（ 2)) (x ー（一2)) 
x(x ー (i一栃 i))(x(i+ 西 i))=o 
例 4 x4-8x3+24x2-32x+16 




例 6 x4 - 4x3 + 5.9999999995x2 - 3.999999999x 
+ 0.99999999950000000004 
= (x - 0.99998) (x - 0.99999) 
x(x - 1.00002)(x - 1.00001) = 0 	 (28) 
6.2 要求精度と真の精度との比較 
まず，ユーザ要求精度（10 進桁数）Uを 20, 50, 100, 1000 桁






より L2 桁多めの桁数が出ているのは MPFR の多倍長浮動小
数点数が 2 進であるため，10 進変換の際の誤差を考慮して天
井関数（ceil）によって 2 進 bit 数が多めに与えられていること


















Table 1:数値計算ハンドブックの例題】要求精度 Uと相対誤差 
2nd degree 
Eq.No. Exact root Relative Errors: Re, Im U =20 U = 50 U= 100 U= 1000 
(15) -54 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0.00000001 7.le-22, 0 2.5e-51, 0 1.4e- 101, 0 1.3e 一 1001, 0 
(16) 弓＋I1 0, 3.2e 一 21 0, 2.3e 一 52 0, 1.3e一 101 0, 2.5e- 1002 
弓ーII 0, 3.2e 一 21 0, 2.3e一 52 0, 1.3e-101 0, 2.5e-1002 
(17) 1.20001 1.5e-21, 0 2.7e 一 51, 0 3 .4e 一 101, 0 4.3e-1001, 0 1.2 2.3e-21, 0 1.8e-51, 0 1 .9e 一 10L0 6.3e- 1001,0 
3rd degree 
Eq.No. Exact root Relative Errors: Re, Im U = 20 U = 50 U= 100 U= 1000 
(18) 
3 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
2 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
1 0, 0 0, & 0, 0 0, 0 
(19) 
5 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
-1 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
- 1 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
(20) 
-1 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
Iー一子l 0, 3.9e-21 0, 2.6e一 52 0, 1.Oe一 102 0, 3.8e- 1001 
弓＋争 0, 3.9e-21 0, 2.6e 一 52 0, 1.Oe一 102 0, 3.8e-1001 
(21) 
-1 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
-1 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
一1 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
(22) 
-1- 返 2.9e-21, 0 38e一 51, 0 3.4e- 101, 0 68e一 1001, 0 
-1 + V3 1.6e-21, 0 5.4e 一 52, 0 3.Oe- 10L0 5.9e- 1002, 0 
一  1 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
4th degree 
Eq.No. Exact root Relative Errors: Re, Im U = 20 U = 50 U= 100 U= 1000 
（乙 へ‘
J  
1+2 Vi 0, 	 1.9e-21 0, 2.9e一 51 0, 2.Oe一 101 0, 3.4e-1001 
1-2 Vi 0, 	 1.9e 一 21 0, 2.9e一 51 0, 2.Oe一 101 0, 3.4e- 1001 
-2+ i 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
-2 -l 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
(24) 
-2+ Vi 0, 3.2e-2l 0, 2.3e-52 0, 1.3e-101 0, 2.5e - 1002 
-2- V3 I 0, 3.2e 一 21 0, 2.3e一 52 0, 1.3e一 101 0, 2.5e-1002 
-10000 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
0.01 8.5e -22, 0 6.7e - 52, 0 1.le 一 101, 0 6.5e- 1001, 0 
〔乙 く
J  
1 + V 	 i 0, 2.3e一 21 0, 8.7e -52 0, 4.Se- 101 0, 4.3e - 1001 
1 - Vs i 0, 2.3e-21 0, 8.7e一 52 0, 4.5e- 101 0, 4.3e - 1001 
-2 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 




2 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
2 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
2 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
2 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
(27)  
I＋季 0, 3.2e-21 0, 2.3e -52 0, 1.3e-101 0, 2.5e - 1002 
4＋争 0, 3.2e-21 0, 2.3e -52 0, 1.3e一 101 0, 2.5e - 1002 
Iー半l 0, 3.2e-21 0, 2.3e -52 0, 1.3e-101 0, 2.5e - 1002 
弓一半1 0, 3.2e-21 0, 2.3e -52 0, 1.3e-l0l 0, 2.5e- 1002 
(28)  
1.00001 8.8e - 22, 0 5.3e一 51, 0 l.7e-l01, 0 玉2e 一 1001, 0 
0.99999 8.8e -22, 0 5.Oe-53, 0 l.7e- 101, 0 6.3e - 1001, 0 
0.99998 1.8e-21, 0 9.9e一 53, 0 2.2e- 101, 0 3.le-1001, 0 
1.00002 1.8e-21, 0 9.9e一 53, 0 3.5e- 101, 0 6.4e-100l, 0 
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6.3 前処理における損失桁評価値 
次に，1EEE754 倍精度計算による損失桁評価値 P の値を 
Table 2 に示す。 
Table 2: 1EEE754 倍精度計算における損失桁評価値 P 
Ex.no P Ex.no P 
(15) 4 (22) 2 
(16) 0 (23) 2 
(17) 6 (24) 
(18) l (25) 9 
(19) (26) 1 
(20) 1 (27) 0 





5.40000000000000000e + 01 
1 .00000000000000002e - 08 
であり，また，(25）でも 
I.00000000000000000 + 2.2360679774997898 1 1 
1.00000000000000000 - 2.2360679774997898 1 i 
12.00000000000000000 + 0.00000000000000000 i 
12.00000000000000000 + 0.00000000000000000 i 
ほぼ 16 桁一致している。後者のケースは，後述するように実





12.00000008949473340 + 1.732050910269448 13 i 
2.00000008949473340 - 1.732050910269448 13 i 
ー 1.00000000000000000e + 04 
1 9.99982101075147511e1 03 
となり，11 桁の損失桁という報告はほぼ適正と言える（小数





a99997925 ・・・ ,0.99999165''. 
1.00000834 ,・・， 1.00002074 ‘・ 
となり，定数項が 0.99999999950000000005 の場合，解は 
a99998097 ・・ I,0.99998824 ・‘・ 















動的に変化していく計算桁数について考察する。Table 3 に 2 
次方程式の例題を，Table 4 に 3 次方程式の例題を，Table 5 に 
4 次方程式の例題の結果をそれぞれ示す。 
Tab e 3：要求精度 U と計算桁数の変化（1/3) 
2nd degree 
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Table 4：要求精度 Uと計算桁数の変化（2/3) 
3rd degree 
Eq.No. U Changes of S(L) 
( 18)  




























Table 5】要求精度 Uと計算桁数の変化（3/3 
4th degree 








20 4 1(62) 





20 39(58) - 42(64) 
50 69(88) - 78(106) -* 106(162) 
100 119(138) 




20 3 1(42) 












20 31(42) -* 42(64) - 64(108) 
50 61(72) - 72(94) 
100 111(122) - 	 122(144) 
1000 1101(1202) - 	 1202(1404) -* 1404(1808) 
アルゴリズムに関してはまだ改良の余地が残っている。 
今後の課題としては，次のことが挙げられる。 











































Webインターフェースを公開後，、ノincent Lとrfeve, Paul Zem 
mermann の両氏から適切なアドバイスを頂いた。また，x86.64 
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